APROXIMACION DE FUNCIONES MULTIVARIANTES MEDIANTE
REGRESION LINEAL JERARQUICA

VICTOR DE BUEN REMIRO

REesumEeN. El enfoque usual de aproximacién de funciones como un problema de mero calculo
numérico es reemplazado en este articulo por una visién estadistica del problema que permite
una formulacién mas robusta y un mecanismo mas eficiente.

A semejanza de los métodos clasicos de interpolacion y aproximacion sin malla, la funcion
de aproximacion global se construird como una combinacioén lineal convexa de funciones que
aproximan localmente la funcién objetivo en entornos que recubren su dominio. Estas funciones
de aproximacion local son a su vez combinaciones lineales de unas pocas funciones basicas
linealmente independientes. De este modo, para evaluar la funcion de aproximacién global s6lo
serd necesario localizar los entornos locales a los que pertenece y evaluar en ellos las funciones
de aproximacion local.

Se trabajard bajo la hipo6tesis de errores de aproximacién normales independientes y la exis-
tencia de relaciones latentes entre las funciones de aproximacién local para construir un modelo
de regresion lineal jerarquico con matriz de inputs muy dispersa y por lo tanto muy eficaz en
cuanto a su estimacidon maximo-verosimil, todo ello sin necesidad de tener que aproximar cada
zona por separado para tener luego que ensamblarlas ni reajustarlas.

1. ANTECEDENTES

Como introduccién al estado del arte en el ataque clasico de la ingenieria mecénica acerca de los
métodos de malla, y en especial de los de minimos cuadrados méviles, seria interesente la lectura
del articulo [4]

1.1. Funcidén objetivo. Sea la funcién objetivo real continua y doblemente diferenciable en su
dominio {2

(1.1) fx):QCcR* —R

de la cual en principio se desconoce su formulaciéon analitica y no se tiene ninguna otra forma de
evaluarla o al menos no con la velocidad que se requiere.

Sea una coleccién no vacia ordenada de J > 0 puntos en una region 2 C R" a los que llamaremos
puntos nodales

(1.2) XZ{I]‘.ITJEQCR”V]:1J}

para los cuales se conoce el valor de la funcién objetivo f; = f (z;). La matriz X cuyas filas son
los puntos nodales debe ser de rango completo y se denominard matriz nodal del problema. Si
nofuera asi habria que reducir la dimension del problema eliminando las dependencias linales.

Se desea construir mediante un modelo de regresion lineal sparse con residuos normales inde-
pendientes una funcién de aproximacion global de f que sea continua y doblemente diferenciable

(1.3) f@):QCcR"—R

1.2. Aproximacién local. Sea otra coleccién ordenada no vacia de H > 0 puntos dentro de
esa misma region convexa 2 C R™ a los que llamaremos puntos de referencia en los que el valor
de la funcién objetivo puede ser conocido o no, es decir, un punto de referencia puede ser, o bien
uno de los puntos nodales o bien otro punto cualquiera. Sean €2, regiones de entorno local de cada
uno, tales que recubran entre todas la region €2
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Y={ynlyh €W CQCRWh=1...H}
H

1.4
( ) QcC U Qpn
h=1
Sea P una colecciéon no vacia ordenada de K > 0 de funciones linealmente independientes
continuas y doblemente diferenciables en todo R™ a las que llamaremos base de la aproximacién
local o simplemente base

(1.5) P ={p (z) : R" — R}

Para cada punto de referencia se definird una funcion de aproximacion local como una combi-
nacién lineal de dicha base en su regién correspondiente

K

(1.6) gh(x):Zah,k'pk(ﬁfyh)VIEQh/\h:1...H
k=1

por lo que es obvio que deben ser continuas y doblemente diferenciables en todo R™.

1.3. Ponderacion. La funcién de aproximacion global en un punto se definird a su vez como
una combinacién convexa de las funciones locales cuyos entornos contengan dicho punto

(1.7) flz)= 6% wy, () gn (z) Yz € R”
~ K
(1.8) f(z) = e% kz;lah,kpk (x — yn) wp, (z) Vo € R”

mediante unas funciénes de ponderacion wy, (x) que no dependen de ningan parametro y deben
ser continuas, doblemente diferenciables en todo R"™, alcanzar el méaximo valor en el punto de
referencia para favorecer los puntos més cercanos al de referencia, y dar siempre suma 1 al aplicarla
a todos los entornos locales a los que pertenece un punto cualquiera

wp, () >0V € Qp
Wh (:17) = OV¢ Qh

(1.9) wy, () < wy, (yr,) Yo € R™
> wy (z) =1V € R?
zeQy

Es importante observar que si las funciones de la base y las de ponderacion tienen todas una
formulacién analitica cuyas derivadas parciales son todas perfectamente conocidas, entonces es
trivial aproximar las derivadas parciales de la funcién objetivo sin ningin esfuerzo adicional de
estimacion.

= K
(1.10) agfcf) = % kzlah,k (%wh () + pr (x — yn) aué’;(ix))
zeldp k=

2. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

2.1. Modelo lineal observacional puro. Se supondra que el error de aproximacién global
sigue una distribucién normal independiente de media nula y varianza desconocida comdn para
todos los puntos de referencia

fl@)—f(@)=e(x) ~ N (0,0°%) Vz € Q

(2.1) fa)=T@) +e@) =Y wn(@) gnlz)+e(x)

ey
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K
(2.2) f(z)= Z th () - (T —yn) - g +e(z)
r€Qp k=1
Contrastando con los valores conocidos en los puntos nodales se reduce el problema de la
aproximacion a estimar la siguiente regresion lineal

K
(2.3) Fy= 3 > Phkjonk - +ej
T eQpk=1

donde
ej =e(z;) ~ N (0,0?)
(24) Fy = (x)
Py ;= wn () pr (25 — yn)
Si definimos

Bi = ank
2.5 ’
25) Qij = Phk.j

es posible escribir la regresiéon en forma matricial

F=Q -8+e

eNN(O,O'QIJ)
(2.6) FeR’
BGRHK

QERJXHK

Como la matriz de input @) es muy dispersa es relativamente poco costoso calcular su descom-
posicion de Cholesky

(2.7) QT - Q=L-L"

lo cual nos da un mecanismo de estimacién maximo-verosimil bastante asequible de los paradmetros
del modelo

(2.8) B=(Q"-Q) Q- F=1LTL'Q-F
Por ejemplo, el paquete de software CHOLMOD! es capaz de resolver este sistema lineal sin

necesidad de efectuar el producto Q7 - Q y con mayor eficacia cuanto mas dispersa sea la matriz.

2.2. Modelo con informacién a priori. Para forzar que la funcién de aproximacion global sea
més suave es posible anadir méas hipotesis al modelo que obliguen a las funciones de aproximacién
locales parecerse en cierta medida a sus vecinas en las zonas compartidas de sus entornos locales.
Una hipétesis que parece bastante razonable a priori es que en los puntos nodales comunes a
varios entornos locales las diferencias entre las correspondientes aproximaciones locales siga una
distribucién normal similar a la de los errores de aproximacion global, es decir

gn () — gs (x) = eps () ~ N (0, 02) Vz € QN Qs

Si seleccionamos una nueva coleccion ordenada no vacia de puntos en la interseccion de dos
entornos locales €, N, a los que llamaremos puntos de estrés en los que el valor de la funcién
objetivo es puede ser conocido o no.

Zh,s = {Zh,s,t |Zh,s,t cNOQ, COCRWEt=1.. -Th,s}
QnNQFAD
(2.9) o R

)

h,s

Podemos anadir a la matriz @) las T ecuaciones a priori al modelo definido anteriormente

K K
(2.10) 0= >k (Zhst —Yn) Chk - — Pk (Zhost — Ys) Us ko - +Eh s j
k=1 k=1


http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/cholmod/
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Por razones anélogas se podria desear que las aproximaciones locales vecinas no sélo tuvieran
valores similares si no también derivadas parciales igualmente parecidas. Para ello habria que
anadir a la matriz @ las n - T ecuaciones a priori

L Opr (2 Yn) K Opk(z Ys)
_ k(Zh,s.t —Yn k(Zh,s,t—Ys
(2.11) 0= kleOéh,k : *klea&k “tChys,ji

Los residuos de estas igualdades son asintéticamente restas de residuos con distribuciones
N (0,0?) independientes, luego sus distribuciones seran N (0,20?) independientes.

Se podria incuso forzar el mismo tipo de restricciones para las segundas derivadas parciales
anadiendo las n (n — 1) T ecuaciones a priori

K K

_ O%pr(2n,s,6—Yn) %pi(2h,5,6—Ys)
(2.12) O—kzlwah,k'—kzlwas,k'+eh,s,j,il,iz

con residuos distribuidos como N (0, 402) independientes.
Evidentemente este tipo de restricciones a priori s6lo tienen sentido si la base de aproximacién
local tiene componentes con el 6rden suficiente de derivadas parciales no nulas.

2.3. Estimacion adaptativa. El diseno de un modelo puede ser globalmente aceptable y sin
embargo acumular en alguna zona concreta demasiados residuos altos. También puede ocurrir que
con el tiempo se vaya disponiendo de nuevos datos que produzcan esos residuos inesperados, o
que simplemente caigan fuera del alcance del recubrimiento actual. En ambos casos podria ser
necesario introducir méas puntos de referencia y de estrés por las proximidades. Si lo que ocurre
es que la aproximacién no consigue adpatarse a la curvatura aparente de los datos podria ser que
hubiera que aumentar el tamano de la base.

Cuando las dimensiones de la regresion son pequeiias se podria readaptar el disefio sin més y
volver a estimarla desde cero, pero en los casos de datos masivos eso puede tener un coste dificil
de asumir. En estos casos se puede aplicar un conocido mecanismo de ampliacién matricial sobre
el algoritmo de Cholesky.

Supongamos que tenemos el problema original resuelto para una matriz de input Q11de M;
ecuaciones y N; variables y un output F}

(2.13) Q- Qu=1Lo L{

(2.14) Bo=LiTL7IQ, - Fy

Por las razones antedichas tenemos que afiadir un nimero notablemente inferior Ms de ecua-
ciones y de Ny variables nuevas para formar las nuevas matrices

_( Qu Q2
(2.15) @= < Q21 Q22 )

(2.16) F= ( 11::; )

Desarrollando el producto por bloques

(2.17)
QT.Q:< 4 2T1>.<Q11 Q12>:( 5 Qu+ Q% -Qu Q1T1'Q12+Q2T1'Q22>
I > Qa1 Q2 Q{z Qi+ ng - Q21 Q{z Q2 + ng “ Qa2

12 22
y haciendo lo propio con la descomposicion de Cholesky

Ly 0 T Il Ly LT Ly, - LT
218) OT.0 = LIT — 11 > . < 1 L > _ ( 11 Ly 11 Loy
(2.18) @@ < L1 Lo 0 LI Lot - LY, Lot -LL + Loy - LY,
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se obtienen las igualdades bloque a bloque

Ly 'L{l = Lo~ LOT + Qle 'Q21
(2.19) Loy - LT} = Q15 - Quu + Q35 - Qau
Loy - LI, + Loo - Ly = Q1 - Q12 + Q3 - Qoo

La primera ecuacién de bloque es la que concentra el mayor peso del problema pero en realidad
esta ya casi resuelta pues el término Q2 - Q21 es apenas una pequefa alteracion de Lo - LT que es
facilmente soluble tal y como se explica en [1} 2]. Las otras dos ecuaciones de bloque tienen poco
coste computacional por ser de pequeno tamarno y su efecto se reduce a anadir nuevas filas a la
matriz triangular segin se expone en [3].

3. DISENO DEL MODELO

3.1. Ortonormalizacion de la geometria del problema. Si la matriz nodal X es de rango
completo entonces existe un cambio de variable C' € R™ "™ tal que la nueva matriz nodal es
ortonormal
X=X-C

3.1 . .
(3-1) X' . X=1I

Existen muchos métodos para calcular C' pero en principio la forma mas eficaz es mediante la
descomposicion de Cholesky

XT. X = L LT
(3.2) . . C=L"
XT. X=11'XT.X. L T=L"1.0L.LT L7 T=1
Si la matriz nodal es de rango r < n entonces habria que buscar un cambio de variable C' € R™*"
aplicando la descomposicion de Jordan
XT.X=v.p?.vt
(3.3) C=V.-D!
XT.X=D'.vI.XT.X.Vv.D =1

En adelante supondremos que la matriz nodal ya ha sido ortonormalizada previamente.

3.2. Seleccidén de la base de funciones de aproximacioéon local. La base méas habitual sera
en principio la base polinémica de grado r

P
1

1,1‘1

n

2
1,I1,l’1

1 ) L1, L2

2 2
1,21, 22,27, 122, 15

1,21, 22,23

[n -] |
o] |
N |
L1 2] |
(2 [[1] |
(2 2] |
(3 1] |
(3 12] |

2
1 y L1,X2,T3,T7,T1T2, 1'2, T3, Z'3
UADRO 1. Dimensién de la base polinémica

|
|
|
|
|
|
|
|

Q) @] wof| N[ No|| =] =

Si se puede presumir algin tipo de periodicidad o pseudo-periodicidad en la funcién objetivo,
entonces seria mejor usar una base de Fourier. Si se observan hay grandes saltos en poco espacio
se pueden anadir componentes exponenciales. Por supuesto se pueden combinar cualesquiera de
los antedichos o bien otros tipos de funcién, con la tdnica condicién de que sean linealmente
independientes.
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La dimension K adecuada para la base de funciones de aproximacion local dependera de la
dimension del espacio y de lo suave o rugosa que sea la funcién. Si K empieza a no ser muy
pequeno puede ser conveniente ortogonalizar la base aplicando la misma técnica del punto anterior
a la matriz

p1(z1) - pr(71)
(3:4) Xp = P ! e R

p1(zy) -+ px ()

3.3. Funcion de ponderaciéon y geometria de los entornos locales. A continuaciéon se
va a construir una funciéon de ponderacion con las caracteristicas especificadas anteriormente. En
primer lugar se describird una funcién de partida v en el caso unidimensional que opera sobre
entornos locales en forma de intervalo cerrado [—1, 1], la cual se extendera al caso multivariante
por rotacion y escalado, lo cual implica entornos locales hiperesféricos de radio arbitrario.

Sea la funcién real escalar continua y doblemente diferenciable en todo R

11— vr
5) 7(7)—{84 (=r) o<l

correspondiente a la funcion de densidad de la distribucion beta [ (4,4) transportada al intervalo
[—1,1] y extendida con ceros en el resto de R

04003
0.002

0.001

Ficgura 3.1. -1 -0.5 0.5 1

Sus derivadas primera y segunda existen y son continuas en todo R

(3.6) @ -1) <
' 7o Ve ¢ Qn

0.00

-0.002¢f

-0.004 ¢

-0.0067¢

Ficura 3.2.
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(3.7) o fE =) (1) vr<a
' T 0 Vr>1
\"(T)
0.02
0.01

Ficura 3.3.

A continuacion se describird la extrapolacién de estos resultados al caso n-dimensional. Solo
es necesario tener en cuenta que un intervalo en la recta real no deja de ser una hiperesfera
de dimensién uno y, ademaés, al estar ortonormalizado el problema la geometria de los entornos
hiperesféricos no penaliza ni favorece ninguna direccion en particular. Si los entornos locales se
definen como hiperesferas de radio ¢, centrados en el punto de referencia yy,

(3.8) $€Qh<:>Th(1‘)=5LhHJL‘—th2§1

entonces es posible definir por rotacién la siguiente funcién de cercania local

1 2 4
& (=7 (2)) Vzeq,
3.9 )\9::7':17:64( h
(39) b (@) =7 (7 (@) {O e
Esta funcién es continua y doblemente diferenciable, y es no negativa en el entorno local y nula
fuera de él y tiene un tinico méaximo en el punto de referencia

An (z) > OVz € Q)
(3.10) Ap () = OVz ¢ Qp
An () < An (yn) Vo # yn

Resulta evidente que las siguientes funciones cumplen todas las condiciones de las funciones de
ponderacién

20— vreq,
(3.11) wp, (z) = { 2,

0 Vo ¢ Q

A la funcion « le llamaremos funcién generatriz de cercania local. Todo lo anterior seguiria
siendo cierto si para definir yse partiera de cualquier distribucién beta simétrica de orden entero
mayor o igual que 4 pero no con orden 3 pues en ese caso la segunda derivada no seria continua en
la frontera. En la gréfica siguiente se muestra cémo la funcién de cercania se hace més concentrada
en el punto de referencia cuanto méas grande es el orden de la beta simétrica.
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E(4:9)

HELo, 10y

(20,20}

FiGuRrA 3.4.

A continuacion se ilustrara lo anterior con un ejemplo unidimensional con tres puntos de ref-
erencia y base polinémica de grado 2 y se supondra que ya se ha efectuado la estimacién de la
regresion lineal.

(A yn [ 6n gn (x)

(I -3T6[ 1+2@—y)—(z—9)°
(2] 1 [35] 3—4(z—ya)+ (x—y2)?
(3] 5[5 [ -5+6(x—ys) +2(x—ys)

CuADRO 2. Datos del ejemplo 1

Ay (%)

0.004

0.003

FIGURA 3.5. -10 -5 5 10

Funciones de cercania local
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2 A (=)

FiGuraA 3.6. -10 -5
Sumatorio global de las funciones de cercania

Ficgura 3.7. -10 -5 5 10

Funciones de ponderacion

100
75

50

~10 -8 T 10

-25

-50

FIGURA 3.8. =75
Funciones de aproximacion local

9
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fix)
20
10
-7.5 -5/ -2.5 Z\B\j/ 7.5 10
-10
-z0
FiGcura 3.9. -30

Funciéon de aproximacion global

3.4. Diseno del recubrimiento. Si se coloca un punto de referencia en cada punto nodal y no
se usan puntos de estrés entonces estariamos ante el caso particular de aproximacion de funciones
sin malla, aunque dado el sistema de estimacién no aportaria ninguna ganancia sino mas bien
al contrario: de una buena seleccion de la malla puede depender la calidad y la eficiencia de la
aproximacion.

Cuanto menos solapamiento haya entre las regiones de entorno local méas dispersa sera la matriz
de regresion y los calculos podran ejecutarse en menos tiempo, pero menos suave serd la transicién
entre ellos.

Lo ideal seria que cada entorno de referencia encerrara aproximadamente el mismo nimero de
puntos nodales para que el contraste de sus parametros fuera del mismo rango para todos ellos. Si
los puntos nodales se hallan distribuidos més o menos uniformemente la forma de malla regular es
la manera mas eficaz de colocar los puntos de referencia y sus entornos para recubrir una regién
del espacio con el minimo solapamiento.

4l
* = ) * *
el 3 ® ® ® ®
® = = ® ®
zt ® ® ® ®
® = ® ® ®
1} ® ® ® ®
® ® ® ® ®
Ficura 3.10. 1 z 2 ! 5

Recubrimiento bidimensional regular
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Cuando la densidad de puntos nodales no es homogénea lo méas prudente es adaptar el recubrim-
iento a las circunstancias. Resulta relativamente sencillo pasar de un recubrimiento de un radio
dado a otro de la mitad de radio de una forma bastante eficiente.

q L
® * W ® ®
2F . * H s
* * =
® * ® oy iy ® * ®
* ® W ® ®
zt ® ® ® w ® w
s * H H .
® * ® * * * E *
iy * ®
1} ® ® ® *
H s H . *
Ficura 3.11. 1 Z el 3 5

Recubrimiento bidimensional irregular

Una forma alternativa y mas sencilla de homogeneizar el recubrimiento es aplicar una funcién
continua y doblemente diferenciable de deformacion del espacio que convierta los puntos originales
en puntos cuya distribucién sea aproximadamente uniforme

(3.12) n(z): QCR* — R"

El nimero de puntos de referencia necesario para recubrir un hipercubo de lado L con una
malla regular de hiperesferas de radio §

(3.13) H=n. (?)n

Para que la regresion lineal no sea degenerada debe tener mas ecuaciones que variables
(3.14) M> H-K

De hecho, para que se pueda hacer inferencia la superficie de contraste ha de ser razonablemente
grande

(3.15) SC= FL>1

Para aumentar la superficie de contraste sin rebajar el tamano de la base ni el numero de
puntos de referencia se deben anadir més puntos de estrés o mayor orden de diferenciacién en la
informacién a priori. En las intersecciones entre pares de entornos locales en los que haya algin
punto nodal lo mas prudente seria que estos ejercieran a su vez de puntos de estrés. En aquellas
en las que no los hubiera seria recomendable introducirlos de forma artificial. Obsérvese que en
una malla regular, cada entorno local interior interseca con otros 4 en el espacio bidimensional,
con s6lo 2 en el espacio unidimensional y con 6 en el tridimensional, es decir, con el mismo nimero
que caras tiene el hipercubo correspondiente a la dimensién del espacio:2n. Por lo tanto el nimero
deseable de puntos de estrés seria de la forma
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(3.16) Trn-Ty-H

siendo Ty el namero de puntos de estrés por interseccién de pares de entornos locales.

Segun se introduzcan o no puntos de estrés y segin el orden de diferenciaciéon aplicado sobre
ellos, el nimero M de ecuaciones del modelo seria distinto, asi como la superficie de contraste
segln se ve en la siguiente tabla

’ Caso \ Informacién a priori H M \ SC
[ IP1 | Ninguna | J \ E
[ IP2 | Sin derivadas || J+Tr~n Ty, H [ DT ~ L ol
IP3 | Derivadas primeras J+(1+K) T~n-(14n) -Top-H ‘”%{ﬂ%ﬁ+%
. 5 J+(1+n+n?)-T 7 n(1+n%)1
IP4 | Derivadas segundas || J+ (1+ K+ K?) - Txn-(14+n+nn—-1) - Ty-H | —F7——~ 72 + %

CUADRO 3. Superficie de contraste
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